Dimostrazioni del Capitolo 3 11

Dimostrazione del Teorema 3.20 (aritmetica parziale di R*), pag. 89

Sia xy € R* un punto di accumulazione per X = dom f N dom g.
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(i)

(iii)
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Dimostriamo che se f(x) — +oo0 e g(x) e definitivamente limitata inferiormente per
X — X, allora f(x) + g(x) = +oo per x — xy (I’altro caso ¢ analogo).

Sia M € R qualunque. Per I’ipotesi su g, esiste K € R tale che g(x) > K definitiva-
mente per x — xo. Per 'ipotesi su f, f(x) > M — K definitivamente per x — xo.
Percio, per (3.17)-(3.19),

f(x)+g(x)>M—-K+ K =M definitivamente per x — Xxo.
Dimostriamo che se f(x) — +o0 e g(x) — € € (0,+00) per x — xo, allora
f(x)g(x) = +o0 per x — xp (icasiin cui £ = +00 0 £ € [—00,0) sono analoghi).

Sia M € R qualunque. Per I’ipotesi su g e il Lemma 3.14, g(x) > g > ( definitiva-
mente per x — xg. Per 'ipotesi su f, f(x) > 2|M|/¢ definitivamente per x — xo.
Percio, per (3.17)-(3.19),
2|M| .
f(x)g(x) > 7 5= [M| > M definitivamente per x — Xxp.

Dimostriamo che se f(x) — 0 e g(x) é definitivamente limitata per x — xo, allora
f(x)g(x) = 0 per x — xo.

Sia € > 0 qualunque. Per I’ipotesi su g, esiste K > 0 tale che |g(x)] < K definiti-
vamente per x — xo. Per I'ipotesi su f, [f(x)| < &/K definitivamente per x — xo.
Percio, per (3.17)-(3.19),

[f(0)g(x) = 0] = |f(x)llg(x)] < % -K =& definitivamente per x — xo.
Dimostriamo che se f(x) — 0% per x — x, allora 1/ f(x) — +oo per x — xq (il
casi in cui f — +co & analogo).

Sia M € R qualunque. Per I'ipotesi su f, 0 < f(x) < 1/|M| definitivamente per
x — xg. Percio

f(x) > |M| > M definitivamente per x — Xo.
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